
Лекция 3 

 

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ (СЛАУ) 

Метод простых итераций (метод Якоби), метод Зейделя 

  

Общие положения 

Системы уравнений появляются почти в каждой области прикладной математики. В 

некоторых случаях эти системы уравнений непосредственно составляют ту задачу, которую 

необходимо решать, в других случаях задача сводится к такой системе.  

Пусть дана система n линейных алгебраических уравнений с n неизвестными: 
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Она может быть представлена  и в матричной форме: 

Аx=b, 

где A – матрица коэффициентов, b – столбец свободных членов, а x – вектор неизвестных. 

Решить систему – значит найти вектор неизвестных, т.е. найти такой набор неизвестных, при 

котором все уравнения системы обращаются в верные равенства. Графически решением системы 

линейных алгебраических уравнений будут координаты точки пересечения прямых (в случае 

системы, состоящей из двух уравнений с двумя неизвестными), плоскостей (три уравнения с тремя 

неизвестными) или гиперплоскостей (в случае четырех или более уравнений и переменных). 

Чтобы система имела единственное решение, входящие в нее уравнения должны быть 

линейно-независимыми, т.е. определитель этой системы не должен быть равен нулю. 

Классификация методов решения СЛАУ 
Применяемые в настоящее время методы решения систем линейных алгебраических 

уравнений можно разбить на две группы: прямые и итерационные: 

 прямыми методами называют такие методы, которые позволяют получить решение 

системы за конечное количество шагов. Если вычисления ведутся точно (без округлений), прямые 

методы приводят к точным значением неизвестных. Но, т.к. на практике все вычисления чаще всего 

ведутся с округлениями, то и значения неизвестных, полученные такими методами, неизбежно 

будут содержать погрешности. К данной группе методов относятся: метод Гаусса, метод 

квадратных корней, метод Крамера и др. 

 итерационными методами называют такие методы, в которых точное решение можно 

получить только в результате бесконечного процесса. В связи с тем, что реализовать бесконечный 

процесс на практике невозможно, итерационные методы позволяют получить решение системы 

лишь с заданной точностью. К итерационным методам относятся: метод простых итераций, метод 

Зейделя и др. 

 

  Метод простых итераций( метод Якоби) 
Пусть система линейных уравнений (1) каким либо образом приведена к виду 

 dCxx   (1) 

где С – некоторая матрица, а  d – вектор-столбец.  

Выберем произвольно вектор начальных приближений  )0()0(
2

)0(
1

)0( ,,, nxxxx   и построим 

итерационный процесс: ,2,1,0,)()1(  kdCxx kk  

Или, в развернутой форме: 
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 (2) 

Производя итерации, получим последовательность векторов  ,,,,, )()3()2()1( kxxxx  



Теорема. Если элементы матрицы С удовлетворяют одному из условий 
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  (3 б) 

то процесс итераций сходится к точному решению системы x при любом начальном векторе х
(0)

, т.е.  
)(lim k

k
xx


 . 

Т.о., точное решение системы получается лишь в результате бесконечного процесса и всякий 

вектор x
(k)

 из полученной последовательности, является приближенным решением. Процесс 

итераций заканчивают, когда достигнута заданная точность:   )1()( kk xx . 

Начальный вектор х
(0)

 можно выбирать произвольно. Иногда берут х
(0)

=d. Однако наиболее 

целесообразно в качестве вектора х
(0)

 взять приближенное значение неизвестных, полученные 

грубой прикидкой. 

Приведение системы  к виду (2) можно осуществить различными способами. Важно только, 

чтобы выполнялось одно из условий (3 а) или (3 б).    

Например: Если диагональные элементы матрицы А отличны от нуля, т.е. 0iia  то систему (1) 

можно записать в виде: 
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 В этом случае все элементы матрицы С определяются следующим образом: ,, ji
a

a
c

ii

ij
ij   

0iic . Тогда условия  (3 а) и (3 б) соответственно принимают вид:  
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Данные неравенства будут выполнены, если диагональные элементы матрицы А 

удовлетворяют условию: 




ij

ijii aa , т.е. если модули диагональных коэффициентов для каждого 

уравнения системы больше суммы модулей всех остальных коэффициентов (не считая свободных 

членов). 

 

Пример. Требуется найти решение системы с точностью ε=0,001. 

  x1 + 5x2 -   x3 =  2 

  x1          2x3 = -1 

 2x1 -   x2   – 3x3 =  5 

Приведем систему к новому, каноническому виду метода простых итераций. 

Для этого нужно преобразовать исходную систему так, чтобы в каждой строке новой 

матрицы А коэффициент, расположенный на главной диагонали, превышал по 

абсолютной величине сумму абсолютных значений остальных коэффициенты в этой 

сроке. 

При выполнении эквивалентных линейных преобразований системы нужно 

соблюдать следующие требование: каждое уравнение исходной системы должно 

участвовать хотя бы в одном преобразовании. 



В первом уравнении исходной системы коэффициент при х2 больше суммы 

модулей других коэффициентов: 5> 1+1. Поэтому это уравнение в новой системе 

нужно записать вторым уравнением.  Для получения нового первого уравнения 

можно второе уравнение умножить на 2 и сложить с третьим уравнением. Для 

получения нового третьего уравнения можно из третьего уравнения вычесть второе.  

В итоге описанных преобразований получиться следующая система: 
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Важно отметить, что подобные преобразования не меняют решения системы. 

Выразим явно из каждого нового уравнения очередное неизвестное – получим 

формулы итерационного процесса. 
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Возьмем любое начальное приближение )x,x,(xX (0)
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Вычислим новое приближение решения )x,x,(xX (1)
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Оценим достигнутую точность δ по формуле: 
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Итерационный процесс нужно продолжить, т.к. δ > ε. 

Вычислим второе приближение )x,x,(xX (2)
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(2)  , подставив в правую часть 

)(  первое приближение: 

 

 

 

 

 

 

 

  0,4|1,2-1,13||;0,4-0,01||;0,75-1,15|maxxxmaxδ (1)
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Третье приближение: 
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Четвертое приближение: 

0,0546δ            0,9818,x,0014,0x 1,007,x (4)
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Очевидно, что итерационный процесс сходиться, т.к. значение δ монотонно 

убывает. Для достижения требуемой точности ε=0,001 потребуется еще несколько 

итераций. 

Скорость сходимости зависит от уровня преобладания значений диагональных 

коэффициентов. 

Основные расчетные зависимости метода простых итераций: 

Формула итерационного процесса: 
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где: k = 1, 2, … – номер приближения. 
(0)

ix  – начальное приближение, n1,i  ; 

Условия завершения итерационного процесса: 

 (5) 

где  – требуемая точность; 
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Условие сходимости итерационного процесса (условие преобладания 

диагональных коэффициентов): 
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Если в полученных результатах значения δ >  и k > kmax, то задача не решена, 

т.е. x(1:n) не является решением системы. Необходимо проверить условия 

сходимости или увеличить kmax.  
 

 

 

 

Метод Зейделя 

Метод Зейделя является модификацией метода простых итераций. Он заключается в том, что 

при вычислении (k+1)-ого приближения неизвестного xi (i>1) используется уже вычисленные ранее 

(k+1)-ое приближение неизвестных 121 ,,, ixxx  . Т.е. вычисление по методу Зейделя ведутся по 

формулам: 
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Условия сходимости метода Зейделя те же, что и для метода простых итераций. Однако, 

области сходимости методов лишь частично совпадают. В случаях, когда оба метода сходятся, 

метод Зейделя дает лучшую сходимость, чем метод простых итераций. 

 

 


