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Глава 4. Билинейные и квадратичные формы 
 

 В курсе аналитической геометрии рассматривались уравнения кривых 
второго порядка на плоскости, а также уравнения поверхностей второго 
порядка в пространстве. В эти уравнения входит сумма некоторого числа 
слагаемых второго порядка, называемая группой квадратичных слагаемых. 
Обобщением подобных выражений на случай пространства любого числа 
измерений является теория квадратичных (от одного аргумента) и билинейных 
(от двух аргументов) форм. Как и в задачах аналитической геометрии, 
основным вопросом является выбор такой системы координат, где форма имеет 
наиболее простой вид суммы квадратов с определёнными коэффициентами, 
называемый каноническим видом. Кроме того, в приложениях к механике 
очень важен вопрос о постоянстве знака для значений, принимаемых 
квадратичной формой при различных аргументах, что приводит к 
необходимости изучения классификации квадратичных форм. 
  

 
13. Матрица билинейной и квадратичной форм.  

Приведение к каноническому виду 
 

Билинейной формой ( )yx,B , заданной на линейном пространстве L , 
называется числовая функция от двух элементов данного пространства, 
линейная по каждому из них, т.е. ( ) ( ) ( )yzyxyzx ,,, BBB βαβα +=+  

и аналогично для второго аргумента. Мы будем рассматривать вещественные 
формы, когда значение ( )yx,B  при любых значениях аргументов является 
вещественным числом. Если ( ) ( )xyyx ,, BB = , то билинейная форма 
называется симметричной. Функция одного аргумента ( ) ( )xxx ,BA ≡ , 
полученная из симметричной билинейной формы, называется квадратичной 
формой. Обратно, по заданной квадратичной форме ( )xA  может быть 
построена симметричная билинейная форма 

( ) ( ) ( ) ( )( )yxyxyx AAAB −−+=
2
1

, . В базисе { }nee ,,1K  n -мерного 
пространства L  билинейная и квадратичная формы могут быть записаны через 
столбцы координат ( )T

nxxX K,1=  и ( )T
nyyY K,1=  своих аргументов 

при помощи матричной записи билинейной формы ( ) BYXB T=yx, ,  где 
матрица билинейной формы определена через её значения на базисных 
векторах как ( )jiij Bb ee ,= . В координатах векторов x  и y  значения форм 

записываются как ( ) ∑
=

=
n

ji
jiij yxbB

1,

,yx  и ( ) ∑
=

=
n

ji
jiij xxaA

1,

x , при этом 
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матрица ija  квадратичной формы всегда является симметричной. В частности, 

скалярное произведение в вещественном евклидовом пространстве 
представляет собой билинейную форму с симметричной матрицей, являющейся 
матрицей Грама. Если при помощи невырожденной матрицы S  выполнен 

переход от базиса { }nee ,,1 K  к базису { }nff ,,1K , то матрица fB  

билинейной формы B  в новом базисе связана с матрицей eB  в старом базисе 
соотношением SBSB e

T
f = .  

Базис, в котором матрица квадратичной формы имеет диагональный 
(канонический) вид, называется каноническим базисом. Квадратичная форма в 
таком базисе является суммой квадратов координат её аргумента, 

( ) ∑
=

=
n

i
ii xA

1

2λx , где коэффициенты ( )nλλ K,1  называются каноническими 

коэффициентами. Привести билинейную (квадратичную) форму к 
каноническому виду, или диагонализовать её, означает построить 
суперпозицию невырожденных преобразований базисов, в последнем из 
которых матрица формы является диагональной, при этом числа на диагонали 
матрицы будут искомыми каноническими коэффициентами. Один из методов 
диагонализации, известный как метод Лагранжа, заключается в пошаговом 
выделении полного квадрата каждой из координат в выражении для формы 

( )xA . Другой метод основан на выполнении в евклидовом пространстве  
равенства ( ) ( )yxyx ,, AB = , где A  - некоторый самосопряжённый оператор, 
называемый присоединенным к билинейной (квадратичной) форме  ( )yx,B . В 
ортонормированном базисе матрицы билинейной формы и присоединённого 
оператора совпадают, поэтому в новом базисе, состоящем из собственных 
векторов присоединённого оператора A , билинейная (квадратичная) форма 
имеет диагональный вид, а её каноническими коэффициентами являются 
собственные значения оператора A . Поскольку переход от одного 
ортонормированного базиса к другому осуществляется ортогональным либо 
унитарным преобразованием, данный способ приведения к каноническому виду 
называется приведением ортогональным преобразованием. 
 
 

Пример 1. По заданной квадратичной форме 2
221 918 xxxA +−=  составить 

билинейную форму в пространстве 2R  и записать её матрицу. 
Решение. Как известно, по заданной квадратичной форме ( )xA  может быть 
построена симметричная билинейная форма, задаваемая выражением 
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( ) ( ) ( ) ( )( )yxyxyx AAAB −−+=
2
1

, . Используя эту формулу, получаем, что 
для данной ( )xA  билинейная форма имеет вид 

( ) 221221 999, yxyxyxB +−−=yx , и ей соответствует матрица 
99

90

−
−

=B

. Выполним проверку, подставив найденную билинейную форму в выражение 
( ) ( )xxx ,BA ≡  для квадратичной формы, получив в результате исходное 

выражение для ( )xA . 
 
 
Пример 2. Привести квадратичную форму ( ) 432 xxA =x  в пространстве 4R  к 
каноническому виду методом Лагранжа, найдя канонические коэффициенты и 
преобразование базиса. 
Решение. В исходной форме отсутствует слагаемое с квадратом какой-либо из 
координат, поэтому сразу произвести выделение полного квадрата невозможно. 
По аналогии с задачами аналитической геометрии о приведении уравнений 
кривых второго порядка к каноническому виду можно применить 
преобразование поворота 
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x  по переменным 43,xx , оставив 11 xy =  и 

22 xy = . В новых координатах квадратичная форма сразу примет 
канонический вид ( ) 2

4
2
34321 ,,, yyyyyyA −=  с каноническими 

коэффициентами ( )1,1,0,0 −  и преобразованием базиса 

( ) ( )T
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Задачи для самостоятельного решения. 
 
13.1. Составить матрицу данной симметричной билинейной формы в 

пространстве nR  и записать соответствующую ей квадратичную форму: 
 1) 11yxB = , 1=n ;  2) 11yxB = , 2=n ; 

 3) 22122111 52 yxyxyxyxB −−−= ,   2=n . 
 

Задание Задание

1. 1.1.
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13.2. По заданной квадратичной форме составить билинейную форму в 
пространстве nR  и записать её матрицу: 

 1) 
2
13xA −= , 1=n ;  2) 

2
221

2
1 362 xxxxA −−= , 3=n ;  

3) 
2
332

2
23121

2
1 712544 xxxxxxxxxA +++++= , 3=n ; 

4) ∑
−

=
+=

1

1
1

n

i
ii xxA . 

 

13.3. Привести квадратичную форму в пространстве 3R  к каноническому виду 
методом Лагранжа, найдя канонические коэффициенты и преобразование 
базиса: 

 1) ( ) 323121
2
3

2
2 24433 xxxxxxxxA −+++=x ; 

 2) ( ) 3121
2
3

2
2

2
1 423 xxxxxxxA −+++=x ;       

3) ( ) 3221 xxxxA +=x ;       4) ( ) 323121 42 xxxxxxA ++=x . 
 

13.4. Привести квадратичные формы в пространстве 3R   к каноническому виду 
методом ортогонального преобразования, найдя канонические 
коэффициенты и преобразование базиса: 

 1) ( ) 322 xxA −=x ;  2) ( ) 21
2
2

2
1 23 xxxxA ++=x ; 

3) ( ) 323121
2
3

2
2 24433 xxxxxxxxA −+++=x . 

 
 

 
14. Классификация квадратичных форм 

 
Квадратичная форма ( )xA  называется положительно определённой, если 

0x ≠∀  имеем ( ) 0>xA  и ( ) 0xx =⇔= 0A . Соответственно,  сменой 
знака неравенства вводится понятие отрицательной определённости 
квадратичной формы, а при наличии нестрогого неравенства форма называется 
полуопределённой. Квадратичная форма полностью определяется набором 

своих канонических коэффициентов ( )nλλ K,1 , полученных при 

приведении её к диагональному виду ( ) ∑
=

=
n

i
ii xA

1

2λx . Если все 0>iλ , 

форма ( )xA , очевидно, является положительно определённой. Канонический 

2.

3.

4.


